
Л 10. Производные и дифференциалы выс ших порядков.  Частные 

производные 

Производная )(xfy   называется е ще первой производной функции 

)(xfy   или производной первого порядка, сама функция )(xfy   наз ывается 

производной нулевого порядка.  

Определение. Производной k –го порядка функции наз ывается 

производная от ее производной  1k  порядка при условии, что эти 

производные существуют 
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функция f  при этом наз ывается k  раз дифференцируемой.  

Пример.  Дано xay  . 1-ая производная   ,ln aaxf x    

2-ая производная         2lnln aaxaxfxf xx 



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3-ая производная          32
lnln aaaaxfxf xx 


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Следовательно,   ,ln)()( kxk aaxf   ,...2,1,0k  

Эта функция бесконечно дифференцируема для  Rx , т. е. она имеет 

производные всех порядков. Для суммы  и произведения k – раз 

дифференцируемых функций  xfy   и  xgy   справедливы следующие 

правила дифференцирования  ,...3,2,1k .  
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2. Формула Лейбница:  
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Без доказательства.  

Определение. Дифференциалом k –го порядка наз ывается дифференциал 

от ее дифференциала 1k  – го порядка  )( 1 fddfd kk  , вычисленный в 

предположении, что dx  остается постоянной.  

Получаем формулы для вычисления такого 
дифференциала:  

dxxfdf )( , 
22 ))(())(()( dxxfdxdxxfdfdfd  , 

3223 ))(()))((()( dxxfdxdxxffddfd  , 

… … … … … … … … … … … … … … … 
kkk dxxffd ))(()( . 

Из последней формулы имеем е ще одно обозначение для производной k –

го порядка. Для дифференциалов k –го порядка также справедливы 

следующие правила: 
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Определение. Точка 0x  наз ывается точкой минимума ( максимума) 

функции,  xfy  ,  если она определена в некоторой окрестности )( 0xU  этой 

точки и для      00 xfxfxUx         0xfxf  . 

Значение )( 0xf  в этом случае наз ывается минимумом ( максимумом) 

функции. Точки минимума и максимума наз ыва ются экстремальными 

точками, а соответствующие значения функции–экстремума ми.  

Теоре ма Ферма.  Пусть 0x – точка минимума, т. е. )()( 0xfxf   для 

)( 0xUx . 

Тогда для 0)()( 00  xfxffxx ,  00  xxx  и 0lim)(
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Следовательно,   00  xf . 

Определение. Функция  xfy   наз ывается дифференцируемой на 

отрезке  ba, , если она непрерывна на этом отрезке и имеет производну ю во 

всех точках интервала  ba, . 

Для таких функций кроме теорем Больцано–Ко ши и Вейер штрасса 

справедливы е ще следующие теоремы.  

Теоре ма Ролля. Пусть функция  xfy   дифференцируема на отрезке 

 ba,  и принимает на его концах равные значения:    bfaf  . Тогда  bac ,  

такая, что   0 cf . 

Геометрический смысл этой теоремы состоит в том, что при выполнении 

ее условий   bac , , в которой касательная к графику функций параллельна  

оси Ox  и хорде, соединя ющей концы графика на отрезке  ba, . 

Теоре ма Ко ши.  Пусть функция  xfy   и  xgy   дифференцируемы на 

 ba,  и   0 xg  для  bax , . Тогда  bac ,   такая, что 
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Следующая теорема является прямым следствием теоремы Ко ши, однако, 

в силу ее широкого применения имеет специальное название.  

Теоре ма Лагранжа. Пусть функция  xfy   дифференцируема на  ba, . 

Тогда в интервале  bac , : )c(f
ab

)a(f)b(f
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Следствие 1. Возьме м  0xa  , xxb  0 , тогда при выполнении условий 

теоремы Лагранжа в отрезке  xxx 00 ,   будем иметь xcff  )( ,  где 

),( 00 xxxc  . 

Это  c  можно записать в виде xxC  0 , где )1,0( . 

Тогда прира щение функции запис ывается в виде  xxxff  )( 0   или в 

обще м виде )))((()()( ababafafbf   . 



Следствие 2. Пусть функция  xfy   дифференцируема и 

0)(),(  xfbax , тогда эта функция постоянна в   ba, , т. е. cxf )( . 

Правило Лопиталя. Это правило дает возможность вычислять пределы 

дифференцируемых функций вида 
 0

0
 или 

 


 с использованием 

производных.  

Теоре ма. Пусть  xfy   и  xgy   две б. м. или б. б. при ax   функции, 

дифференцируемые в }{\)( aaU  и пусть 0)( xg  и 0)(  xg  в  }{\)( aaU . Тогда, 

если существует 
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Аналогичные утверждения справедливы для 

,,  xx  axaxx ,, , а также для случая, когда )(),( xgxf   

является б. б.  

Пример.  
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Пример.  
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3. Функция     xg
xfy   типа   1   или  00  записывается в виде    xfxgey ln , 

затем вычисляется A)x(fln)x(glim
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